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En este trabajo se analizan las soluciones para juegos cooperativos que satisfacen
los axiomas de aditividad, simetria y eficiencia, estos son los axiomas que tradicional-
mente se utilizan para axiomatizar el valor de Shapley con excepciéon del axioma de
nulidad. También obtenemos una expresion para este tipo de soluciones incluyendo el
axioma de auto dualidad. Estas expresiones nos permiten dar formulas alternativas
para el valor de consenso, el valor gencralizado de consenso y el valor de solidaridad.
Ademas, introducimos un nuevo axioma al que llamamos independencia coalicional
para remplazar el axioma de simetria con el fin de obtener resultados similares.



Definicion 1. Un juego es una pareja (N,v) donde N C N es un

conjunto finito de jugadores y v : 2% — R es una funcion real tal
que v(0) = 0.

(N, z) denota el juego cero, esto es, z(T') = 0 para todo T' C N.

Definicion 2. Por una solucion en G entenderemos una funcion
continua

o:GYN = RV



1 (Aditividad). La solucion ¢ es aditiva

p(v+w) = p(v) + p(w)
para todo v,w € GV.

2 (Eficiecia). Se dice que la solucion ¢ es eficiente si
) @ilv) = v(N)
1€EN
para todo v € GV.

Definicion 3. Se dice que el jugador @ es un jugador nulo en el
Juego (N, v) st v(SU{i}) =v(S) para cada S C N.



3 (Nulidad). Si el jugador i es un jugador nulo en el juego
(N,v) entonces p;(v) = 0.

Sea © = {0 : N — N |0 es biyectiva}. Para cada § € © y v € G se
define un nuevo juego (IV, 0*v) de la siguiente forma

y para cada 0 € © y x € R” se define otro vector *x € R" donde su
i—ésima coordenada esta dada por xg(;.

4 (Simetria). Se dice que la solucion ¢ es simétrica si y
solo si p(60*v) = 0*p(v) para todo 6 yv € G.



CIMAT Teorema 1 (Shapley, 1953). Existe una inica solucion ¢ que satis-
face aditividad, simetria, nulidad y eficiencia. Ademds, ésta estd da-
da por

ooy =S 0= 5= Vs 133) — o(8)).

n
S#i



2.1.

Proposicion 1. La solucion ¢ satisface aditividad, simetria y efi-
ciencia st y solo st es de la forma
v

21 o) =" 3 (- )[Bw(S) - Buw(N\S)

S31,5#N
. n—1
para algunos n — 1 numeros reales {Bs}h_;.




2.2.
Paso 1.

v(dV)

— jugador ¢

Paso 2.
Para cada S # N transferimos (n — s)sB,v(S) de N\S a S como

sigue,
Cada jugador en N\ S paga:

sBsv(S)

Cada jugador en S recive:

(n — s)Bsv(95)
Al final, el jugador i se queda con el monto ¢;(v) dado por (2.1).
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2.3.
S variable aleatoria
Seleccion de S
a) PS=N) = %
= Cada jugador recive:
v(N)
b) Para S # N, P(S = S) = f3; (el mismo niimero para coaliciones
con la misma cardinalidad)
= Cada jugador en N\S paga:
sv(.5)
= Cada jugador en S recive:
(n — s)u(S5)
El valor esperado que el jugador ¢ obtiene en este proceso es igual al
monto @;(v) dado por (2.1).



CIMAT 2.4,

Definicion 4. Dado un juego (N,v) € G, diremos que v* es su
jJuego dual si

v'(S) = v(N) — v(N\5)
para todo S C N.

5 (Self dual). Diremos que la solucion ¢ es auto dual si
e(v) = p(v*) para todo juego v € G.



CIMAT  Corolario 1. La solucidn ¢ satisface los aziomas de aditividad,
simetria, eﬁcz’encia y auto dual st y solo si ésta es de la forma

(22)  @i(v) = (S) — Bp_sv(N\S)]

S3i S#N
para algun conjunto [ ] de numeros reales {Bs}h—_; ! tales que By =

Bn—s—l
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2.5. . El kernel de una solucion ¢ es

el espacio vectorial de juegos v tales que ¢(v) = 0. En esta subseccion
damos una base para el kernel de una solucién de la forma (2.1). Sean

wr dados por
1 siS={j},j¢T
wp(S) =< G siS=T
0 de otra forma

para cada T C N, T # N y |T| > 2. Ademas, sea wy

f1si]S=1
wy () = { 0 de otra forma

Proposicion 2. Sea ¢ una solucion de la forma (2.1) tal que B #
0 parat=1,...,n— 1, entonces el conjunto de juegos {wT}|T|22
forma una base para el kernel de .



Dado v € G, la proposicion anterior nos permite construir un juego
u con las siguientes caracteristicas:

a) p(u) = ¢(v) para todo ¢ de la forma (2.1).
b) u(S)=0si|S| # 1,n.
c) u(N) = v(N)
Asi, u es un juego con la misma solucion que v y practicamente es
un juego de bancarrota. Efectivamente, sea u dado por

=v— &w
v=o= 3, oo

IT|>2,T#N

El inciso a) se cumple porque wr esta en el kernel de ¢. Ahora, tomem-
os S con |S| # 1, n, entonces

(S =) = 3 o) wr(S) = u(S) — v(S)Lws(S) =0

Tiiaaen P B
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.

CIM

Al Mientras que

u{jh) =o{GH— D, (T )E’LUT({]})—/U({]}) >, w5

T|>2,T#N T|>2,T#£N,THi

By
B

Ademas,



En esta seccion reemplazamos el axioma de simetria con uno nuevo
que llamamos independencia coalicional. Este axioma se parece al ax-
ioma de “Fair ranking” que define Chun (1989). Atun se caracteriza el
valor de Shapley cuando se reemplaza simetria por este axioma en el
teorema 1, pero se obtiene una familia de soluciones mucho mas grande
cuando este reemplazo se realiza en la proposicion 1 y en el corolario 1

Definicion 5. Diremos que dos juegos (N,v) y (N, w) solamente
difieren en S si y solo si v(T) = w(T) para toda coalicion T # S.

6 (independencia coalicional). Diremos que @ satisface el
arioma de independencia coalicional st

i(v) = pi(w) = @;(v) = pj(w)



para cualesquiera dos juegos (N,v) y (N, w) que solo difieran en
Syi,jeS oi, jeN\S

1. Notese que aditividad y simetria implican inde-
pendencia coalicional, pero aditividad e independencia coalicional
no implican simetria. El siguiente ejemplo justifica esta asercion,
sea  la solucion dada por,

i(v) =Y ju{s}).

JEN

Claramente o satisface aditividad e independencia coalicional pero
no simetria.
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o

o=

R

Proposicion 3. La solucion ¢ satisface los axiomas de aditividad,
independencia coalicional Y eﬁcz’encia st y solo st es de la forma

(31)  @ilv) = (S) = Bmsv(N\S)]

S3i S#N
para algin conjunto 2" — 2 de nimeros reales {Bs}toLscn-

Corolario 2. La solucion ¢ satisface los axiomas de aditividad,
independencia coalicional, eficiencia y auto dualidad si y solo si
es de la forma

(32)  wilv) =

(S) — ﬁN\SU(N\S)]
St S#N

para algun conjunto de 2"~ — 1 nimeros reales {Bs}scn tales que

Bs = Bans-
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CIMAT Proposicion 4. El valor de Shapley es la unica solucion que sat-
isface aditividad, nulidad, eficiencia e independencia coalicional.
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CIMAT 4.

[gual division de excesos:

o) = ({4 ") 2en vUY)

n
__ 1 _
con B =~y B, = 0 de otra forma.
Otra solucion auto dual con una expresion simple:

o) =322 20

S3i SHi

donde B, = —

s(n—s)"
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4.1. . Notese que la combinacion lineal
convexa de dos soluciones de la forma (2.1) se obtiene con la combi-
nacion lineal convexa de sus parametros, esto es, para cualesquiera dos
soluciones ¢’ y ¢, y un ntimero real 8 € [0, 1]:

(1-— g)gpﬂ 107 = S0(1—9)5+97_

Ademas, Ju et al. (2004) demuestra que el valor de consenso es el
punto medio entre la solucién con igual division de excesos y el valor
de Shapley. Con esto obtenemos una expresion alternativa para el valor
de consenso:

o(N) 1] . _Zk#v({k})] + ) (n=9)[Bu(S)—Basv(N\S)].

M) oy
S34,|S|#n,n—1,1



o

o=

7

De la misma forma se puede obtener una expresion para cualquier

valor de consenso generalizado, esto es, s6lo necesitamos reemplazar
_ 0(s—1)l(n—s—1)!
Br=1l+ n(n9_1) 7 o = A )fﬁ D! para s =2,..,n — 1, en (2.1).

n

4.2. . Nowak y Radzik (1997) introducen
el valor de solidaridad. Ellos definen para cualquier coaliciéon no vacia
T y cualquier juego v € G,

A(T) = - 3 (T) — o(T\{k))

keT

y lo utilizan para definir de la siguiente forma el valor de solidaridad
para el jugador 1,

(1) difw) = 3 BT DY oy

n!
T>i
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7

>

Caracterizan este valor con los axiomas de eficiencia, aditividad, simetria
) J
y A-nulidad, asi, el valor de solidaridad debe ser un caso especial de
(2.1). Si desarrollamos (4.1), el coeficiente de v(.5), para una coalicién
~ : (n—s—1)ls! 1
T que no contiene a ¢, €s — ———5.

a 50, en (2.1), y de esta forma

Asi, este coeficiente corresponde

(n—s—1)l(s—1)!
(s + 1)n!

Bs:

lo que nos da una expresion alternativa para (4.1):

U(N)+ Z (n—98)!(s— D! [v(S) o(N\S)

n! +1 n—s+1]|°

Yi(v) =

S31,5#N

Ademas, el valor de solidaridad no es auto dual ya que 85 # B _s.
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CIMAT a4.3. . Por ultimo, Ruiz et
al. (1996) introducen la solucién de minimos cuadrados,

M) =) 1 S (= sp(S) =Y su(S)

n n2n—2
S31 SZi

Esta solucién también es de la forma (2.1). Los pardmetros correspon-

dientes son B = ﬁ
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